


Theorie de la dimension

Trappel



familie generative

D
=>Xie,

+... +Xulmo
-

aussi Kev de dim finie.



·



Dimension si Vet de typefini
la dimension de

dim V = min 1G1
gav
atgenerative
finie

dim V=0= V=303.



Absolument fanx si Kestum
anwean general et Van Komodule
de type fini.





Famille Libre

S



Exemples eEV-503 (si V903)
Se] stlibre

= si Gat generatio de tulle
dim V alos Get libre.



Bases



Extraction
, Completion



SEV et dimension



Dimension infinie



Exemple :





Applications Lineaires



: V
,
W de Kevs one application

9 V -W at Elineive ssi

Vick Vv,Ev

P(xv +v) = xp() +p()

P(y+.. .. +nVn) =X,G()+.... +49(2) ·





Rang :

# "complement determinie"

sig et 4 sont fineaive ef ty
Vit ... g Plej) =Plei) alos

q=4



Preve : sort vE// comme Get generative
x = x

,e+..
- +XgegXy, . -,xgtk

P(y) = G(4 ,e ,+ - .. +xgeg) =
X
, g(e)+.. ..+gG(eg) ·

soit we Im Q il existe vtq
P(x)=W et G(x) =x ,q(z) + ...
I +XgPleg) =W



si p :/=W (surective
alon G(G) =30()), ...,glag)
est generative de W .

(Imq =W(



Im G est de dim finie car
engendree pm (p(2), ..., Gleg)]

et dim Imp((54(), . . .,Pleg)))
45 , ,

· .

.,eg)) = g
en particulier in Gesture base deV

g=dim



On obtient
que

dimFmg Xaim V

De plus comme Impc I
dimFmG dim N eton obtient



dimIm(g) =



Theoreme Noyan-Image

Preve : soct r = dim Im g
et9ws , ....,wr] we base deIm &
il existe V

,,.
-y

,
VreV +q

fit
... r G(u) = Wie v =dim In&
sort Se, . . . . ep) we base debent

↳=dimkere



Alous Gr, , ....,V ,e-y epy stume
base de V .

Cette famille est lebre : soient
uy ....,Mr , Yx -

,YrEk +
q

:= u
,
v+.. . +x-V+ y,(,

+.. - .+yk(k=Q

p(x)=G(0)) =Ow



Ow= x ,G()+.. -+ up(v) +
y ,q(ep) + .. .+ykq(m)

Plej)= Ow f
=) ... R

= Ow =x,G(v)+.... +xp(r)
= RoNg +... +Er ·Wy

Comme Sw ,, ...,was st libre



= X
,
=... =X =0 .

= V =Oy = y ,+ .... +ye
Se" -

,er] est lebre=YFYYO
La famille est libre·

La famille et generatrice:
Sort Vel/ on renting VetCL



de S, ...,Vr,e, ---,er]

G(v)=we Im9 : Dexiste n,,4k

w = k
,
W,+ .... + 2 WrGwW

sait Vim-ut ... troVEV

Sat Y= -YimEY



P(Yk) = G(v -Vim)
= g() - g(yym)
= w - x

,g(v) - ....-
= w - (2, my + .. - + x wr)
= w -w = Ow

=> VEberp: existe

Y / ...Yuck +q um-yet--- tymi



Y = Yym + YR

= x
,Yy +..

- + knVp +y ,p + - ..+YpER

S ...,V/ ---,er] stun basedeV

dimV = 15v , ...,Vr, ---,er])
=v + k = dimbe p +dim



Preve (1) = (2) = (3)= (1)

ginjective => keg = 50] dimbrp=0
diml/

= demburg +dimImg = dimImqIl

dimM ImGCW eta indimqueh
Img=W = & sorjective



=> & sojective dim Imp = dim I/
= dim V

= dimberc = dimV-dimImy =O
=> hag-so = Ging et
= ing + sing = bijective.

si Get bijet, => pinjective.
#



Cas des James linecines

Prenve : si l+K alas ImIcK

at un ser de Kele dimsO
nonmal

dimIml1 =dimkFml= K



Donc dimkerl = dimV-dimIml
= dim V-1

.

· sil l existe ecNtq
1(e) = x +Ok

#Nek stxt0 ((0.e) =0
six-O ((xyoe) = Xy -((e)=x =

X



Ep : tout hyperplan rectorielle et le

noyau d'un forme Gneare #OK
Deve sat d-dim V Hal hyperplan

Se, ..., edy unebase de H
sat ed eVtg Sex--,eded] sat

une basedeV



tout eltude V secrit uniquement
Y = X2+ - - - + Xd- (d- + Xded

et les elts det contexactement les v
+
p + = Ok.

H-ber(e:e+ ---+d- Xck)
I



Structure et dimension

des espaces d'applications liveaive



Rappel : V ,W de Kevs.

Hou
, (V,W) =

l'ensemble des appli lineive
de V vers W

Guava
que Ham(V,W

tim K-ev
.

P, 4 Homp(V,W)K

Xp+y : V+ g() +y(u)
at Klinaire.



Preuve : dyedimV du-dimW died

B =Se, . . . ,ed] une base de 1.

geHonk(V ,W) . En a vu qui
&
et completement determine si on connait

(p(e) , Plea, ..., Ple)) cWay



Autrement dit soit

Evaly : Hom (V,W)
Was

9 =(9(), -,g()
at injective.

Evaly est liveaire : eeB

evale(xy +y) =xg() +P(z)



on va my
Eval
, stanjective

=> Evalp est un isomorphisme
Homp(V,w)

&

=> dim Homy(W,W = dim Wed dim W
= dimV dim N

du =d



Sat (Wy, -...,Wd/EI
&
on cherche

Gettam (V,W) Tq Plei)=Wiid ..d

Eu pose G qui a VEV associe

v= 2g.+ .... tded KieK

(les ni sont uniquement definis
P(v) := x, N, + ... - +xdNd



l'application of ainsi definie est
liveaire :

P(xv+ v) =G)(x,+me+... +6 xy+
=(y, +x(p(e,)+ .... + ((xd+up()
= X(x, ple)+.. - + xqp(eq))
+ g(e, /+ - - +up(ed)
=Xp(v) + g(
I







Formes linaires
,
Duality



comme dimK=1 d- dimV
K

dimV= dim IS exparticulieVIV

En va explicitor une base de V
*

sort B =Se, , ·.. .,ed] me base V



Prenve : sat v
,
weV lek

eu+Cu, +, jet...+Hegen)

= xx
,
+m =-(e) +e

It





Preuse : My sea,..get libre

soient e
,, ..., ad Tg

2
=x ....+ Rk

Eu calcule ((e) = OK



1) =e)+..-
e = 1 ele=0)=0

en d'autres eleg) = Size
terres

l(2) = u.. 1 =x, =0k
on repote pour e2,Es , ---, Ed
=> eil) = Sig



et x=0 por it, ...,
d.

BSet isli estlibue donc stune
base (etgeneratio
I



Preuve : Soit be /
"

= Hom (V
,K)

on sait
que
l = + ..... xg niek

(e) =+...ge
= N,



Refug ..... Hedad

=
l
= 1(
,)e+ ..... led/ed

#



Pour exbiber im ison KP etV
on se donne une base Beton

considere Beg,...,ed]

Ch : K* V

(-(d) - u, e+.. -+uded

Ca :
11 - /"

(x-,Xd)- x,+ .... +age



si( , ...,Xd)nea
a= 2(en), ..., na =1(ed)
- I

= Evaly:/Ke



En en declut un isomorphisme
Co Evaly : V
* Y

Evolid/CLB

CetisomorphismeV
depend un choix de B



Bidualite : (V
*
)
*

- le bidual deV

ye
*

&N
*

mais pas canoriquement
/-V-V

yes V.

Exercice :V est canoniquement
- &H

isomorphie a Y



V --/
*

)
Evol : -Eval : 1 -Eval(1)=((r)

Eval it livegivetest un isomorphisme
de Vers Vo*

-
On dispose d'une application
Y* V - K

[0
,]() l



↳,
an
,
y,
s'uppelle l'accomplement

the Vet V.canonique en

If at dit "parfait".



Representations parametrique/Contesienne
denser

I VI
.

Parametrique : Sort Gw =Se---,eg
we famille generative de N

das

W
=Sx,e+..- +xglg(,,...,ng)+k]
= CLg(k9)



= representation parametrique de
W Jan G)



d-du-codim W

Prenve : sort By =Se, ..., edus whe base
de W

,
or peat completer By enme

base de V BusGe, ---,du /Edw-edr]



et sort BSeewa-
la base duale

alon W=GreVtq e=0 i w+]
strepresente por l'amulation de du-du

game lineaires qui sont
lineoivement indep.



Eu montre que
Toute

rep cartesience
de W( par l'amulation de di

James lineaive/ requier que
d>d , -dw .

Y



Base de Hom
,)V,W

Application liveaires elementaires
Sort B=Sey , ..., ep) = base deV

Sat B= ---

,fd] = base de
W

d= dimV d' = dim I/

Sat B*See la basedalede



Pour 1 116d on pose

Ei : V -W
-e)of

associe a v le multiple du iene
vectur de la base B de W

donne par
la
jieme cordonnee dev.



Preuve
berEig = her(e)

Eij(xv +v) = e(v +v)
.fi

= (xxj+xj)fi
x= X,ex+ ... + Xged V=X,e,+ -- -+ded

=XXyfi + Njfi =xEj))
+Eig(uf



Eig(v) E Kfi et Eigleg)fi
Im Eig = K .fi
Eig(v) =On ssi eit) =O
herEig = her(e)

#



On a In farmule : k ...
d

Eig(en) =Grafi
↑

-

Sow sA



Cette bare depend des
choix de Bet B'



Preuxe : Il suffit de my (i) id,as
at libre : Scient (nigixd'jad
d'd

↑

qmj
on va my

ls
mig

sent tous OK



En calcula

([mijEj)(em) = On
I'd

= MijEigle
·

-Mi



of donekid Mik=O

I


